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PREFACIO 


En el curso escolar de las Matemáticas, el alumno estu- 
dia las propiedades de las desigualdades y los métodos que 
se emplean para resolverlas en los casos más sencillos (desi- 
gualdades de primero y de segundo órdenes). 

En este libro el autor no se traza como meta exponer las 
propiedades principales de las desiguldades; sólo pretende 
dar a conocer a los alumnos de los grados superiores de la 
enseñanza media algunas desigualdades notables que desem- 
peñan un papel importante en distintos capítulos de las 
Matemáticas Superiores y explicar cómo se aplican a la de- 
terminación de los valores máximos y mínimos de ciertas 
magnitudes y al cálculo de algunos límites. 

El libro contiene 63 problemas; 33 de ellos, acompañados 
de su solución detallada, constituyen el contenido fundamen- 
tal del libro; los 28 problemas restantes, insertados con otro 
tipo de letra al final del $ 1 del capítulo 1 y delos $$ 1,3 y 4 
del capítulo 11, aparecen en forma de ejercicios. El lector 
podrá encontrar las soluciones de los ejercicios al final del 
libro. 

Sin duda, para el alumno es más útil resolver unos cuan- 
tos problemas difíciles que una gran cantidad de problemas 
sencillos. 

Por eso recomendamos que se recurra a las respuestas 
sólo después de haber encontrado una solución propia, la 
cual puede diferir (¡sería magnífico!) de la que propone el 
autor. 

Tanto al demostrar las desigualdades como al resolver los 
problemas, el autor se ha basado exclusivamente en las pro- 
piedades de las desigualdades y de los límites estudiados en 
el noveno grado de la enseñanza media. 


El folleto, por su contenido, puede servir de base para un 
curso facultativo en los grados superiores de la enseñanza 
media. 


P. Korovkin 


CAPÍTULO 1. 


DESIGUALDADES 


La importancia de las desigualdades se debe a que éstas 
se aplican en diferentes problemas de la Ciencia y de la 
Técnica. 

La razón de ello estriba en que sólo podemos encontrar 
los valores aproximados, y no exactos, de las magnitudes 
que se determinan en uno u otro problema práctico (como, 
por ejemplo, la distancia a la Luna, la velocidad de la 
Luna, etc.). Si x es el valor encontrado y Ax es el error de 
medición, el valor exacto y de la magnitud verifica las 
desigualdades 


r—l|Ar|<yS<t+lAx]. 


Al resolver problemas prácticos, es preciso tomar en 
consideración todos los errores de medición. Es más, a medi- 
da que se perfecciona la técnica y se hacen más complejos 
los problemas, debemos perfeccionar la propia técnica de 
medición de magnitudes. Los grandes errores en las medi- 
ciones resultan inadmisibles cuando se trata de la solución 
de problemas técnicos complejos (el arribo de un aparato 
cósmico a un lugar determinado de la Luna, de una nave 
cósmica a Venus, etc.). 


S 1. Parte entera del número 


La parte entera del número x (designada por [x]) es el 
mayor número entero que no sobrepasa z. 

De esta definición resulta que siempre lx] < x, pues 
la parte entera no sobrepasa x. Por otro lado, como lx] es el 
mayor número entero que cumple esta desigualdad, tenemos 
que lx] + 14 > z. 

Por lo tanto, lx] es el número entero que cumple las 
desigualdades 


[2] <zx <lxl + 1. 


Por ejemplo, de las desigualdades 


3<a<4 5<Í<6, —2<-Vl<-1, 5=5<60 


resulta que 
m=3, [F]=5, [-/21=-2, 15=5. 


En los cálculos aproximados es muy importante saber 
determinar la parte entera de una magnitud. En efecto, si 
conocemos la parte entera de una magnitud x, podemos 
tomar [x1 ó lxl + 1 como valor aproximado de la magnitud 
x cometiendo un error que no pasa de la unidad, pues 


0< zx — lzxl < [el + 1 — [xl = 1, 
0<lxl + 1 —3< [rl + 1 — la] = 1. 


Es más, el hecho de conocer la parte entera de una magnitud 


permite hallar fácilmente su valor con un error que no pasa 
1 


de 7 Ese valor puede tomarse igual a lx] + 7: 

Señalemos por último que conociendo la parte entera de 
un número podemos determinar éste con cualquier grado de 
exactitud. Efectivamente, puesto que 


[Val < Nx < [Val + 1, 

tenemos 
[Nz] 
N 


Es decir, el número 





N 1 
<< th 


[Vz] 1 
NTE 


difiere del número x en Sr todo lo más. Si N es grande, el 


error será pequeño. 

En los problemas que siguen se determina la parte entera 
de algunos números. 

Problema 1. Hallar la parte entera del número 


1 1 1 1 

= 4 —L A L—— | NN A. 
: -_V2" V3' yA | V5 
Solución. Emplearemos las desigualdades 


1<1<1, 


0,7<y/ L<08, 


05<y/ L<08, 
05<y/ L<05 


0,4 < V = <05 
(que se obtienen calculando las raíces, por defecto y por ex- 


ceso, en menos de 0,1). Sumando estas desigualdades, encon- 
tramos 


1 + 0,7 +0,9+0,5+0,4 <x <l1 + 0,8+ 0,6 +0,5, + 0,5, 


o sea, 3,1 <1< 3,4 y, por consiguiente, [1] = 3. 
Notemos, en relación con este ejemplo, que el número 

3,29 difiere de x en 0,15 todo lo más. | 
o 2. Hallar la parte entera del número 





1 
atra tyt E IZ=== 


Y 1000 000 


Solución. La única diferencia entre este problema y el 
anterior es el número de sumandos: en el primero eran ) y 
ahora son 1 000 000. Pero esta circunstancia hace imposible 
la aplicación práctica del método de solución anterior. 

Para resolver el problema analicemos la suma 


1 1 1 1 
4 AAA o AS . ... iS 
Con este fin demostramos las desigualdades 


2 n P1-2V9<- 7 <2V 2/21, 1) 


En efecto, puesto que 


A = 2, (Y n+1—Y n) (Y n+1+V n) 
2Vn+1-2V n= CS 


o vv 
Va+1>Vn, 


y puesto que 


tenemos 





A 
2Vn+1-2Vn< Viv 


10 


Hemos demostrado la primera de las desigualdades (1); la 
segunda se demuestra de un modo análogo. 

Si en las desigualdades (1) tomamos n = 2, 3, 4, 

., R, Obtenemos 


2132185 2132 
2 4— 213< 7 5 <2Y 3 2 Y 2, 


50 TS IL <VI-2V8 


2Vn+1-2Vn<_ Vi <2Y 12/11. 
Sumemos ahora estas desigualdades: 


xP 5 1 1 
2 A —2 Y 2 < — += 
a AER 
4 .— 
NTE 
Agregando 1 a todos los miembros de las desigualdades obte- 
nidas encontramos 


VAFI-2VP4 114 vis + 


A (2) 


Puesto que 2/2<3 y Vn=+1>YVn, de las desigual- 
dades (2) se deduce que 


2/21 +73 =k—+. + SV MA. 


tía 
(3) 


Empleando las desigualdades (3) es fácil encontrar ahora 
la parte entera do número 
1 


+7 E ++ 71000 000 * 
En efecto, si en las desigualdades (3) tomamos n = 1 000 000, 
tendremos 





2 Y 1000000 — 2< 


< <2 Y 1000000—1, 





4 1 
7 ViTs + Too 


11 


O Sea, 
1998 < y < 1999. 
Por consiguiente, [y] = 1998. 
De las desigualdades (2) se deduce que el número 1998,6 
difiere de y en 0,4 todo lo más. Por lo tanto, hemos calculado 


el número y en menos del ANO % = 0,02%. Los números 


1998 y 1999 difieren del número y a lo sumo en la unidad 
y el número 1998, en 0,5 todo lo más. 

Analicemos ahora un problema de otra índole. 

Problema 3. Demostrar la desigualdad 


241 3 5 9 _4 
LEC AAA AO 
Solución. Pongamos 
22.456 100 
— 3 5 7 ..—.. 101 * 


Puesto que 
4 2 3 4 6 99 100 
ZE ARS? SAT 00 AO 
resulta que x < y y, por consiguiente, 


eca=1.2,3,4.5,£ 99 100 4 
IE BCB O O O: 


Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros de esta 
desigualdad, encontramos 


4 
TE V 101 <0, 


ou 


Ejercicios 
1. Demostrar las desigualdades 


2 Y n-+1 IV va Dam 
+77 


2. Demostrar las desigualdades 
A y 
V 10000 1/10001 V 1000 000 
3. Hallar [502] si 
1 1 4 
"00 yr 00100000 
Respuesta. [502] = 90 000, 











1800 < < 1800,02. 
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4. Aplicando la inducción matemática, demostrar la desigualdad 


135 2n —1 1 
22406" 2n “y 3nq1" 
5. Demostrar la desigualdad 
1 3 5 9 _41 


Fo YY 


E 


S 2. Media aritmética y media geométrica 


Si Xi, Ta, - + -, %, SON números positivos, los números 
144%] +] En 


A == — A , 


Eg =1/ 11% co. En 


formados a base de ellos, se denominan, respectivamente, 
media aritmética y media geométrica de los números 2,, 
Lo, + » ., En. Para estos dos números O. Cauchy, matemá- 
tico francés, demostró a principios del siglo pasado la desi- 
cualdad 

g <a 


que se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 
Demostraremos esta desigualdad exponiendo previamente 
una proposición auxiliar. 

Teorema 1. Si el producto de n números positivos X;, 
La, » » ., 2h es igual a 1, la suma de los mismos no es menor 
que n: 


Lila. .Tn=1>% +22 +... +2, =>NM. 
Demostración. Emplearemos el método de inducción 


matemática *). Comprobaremos primero que el teorema 
es válido para n = 2, o sea, demostraremos que 


2, =1l > 2%, + La > 2. 


Con este fin consideremos por separado dos casos: 

Dx =xw%w=!l. 
En este caso tenemos x, + 2, = 2 y el teorema queda demos- 
trado. 


1) Una exposición detallada del método de induc- 
ción matemática puede verse en el libro de 7. S. Sominski «Método 
de la inducción matemática» (Editorial MIR, 1975). 
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2) U 121, < La. 
En este caso tenemos 1, < 1, y 2 > 1 puesto que el pro- 
ducto es igual a 1. De la igualdad 
(1 — 21) (lx, — 1) = 27 + %1 — 212) —1 
se deduce que 
Ly + Lg = 21% + 1 + (1 — 2) (2, — 1). (4) 
La igualdad (4) ha sido establecida sin imponer condición 
alguna a los números x, y %,. Teniendo en cuenta ahora que 
x,%2 = 1, obtenemos 
Lay + Za =2+(1 — 21) (1, — 1). 
Finalmente, puesto que x, < 1 < x,, el último número re- 
sulta positivo y por eso 1, + 22 > 2. O sea, el teorema queda 
demostrado para n = 2. Notemos que la igualdad 
X1 + La = 2 
se cumple sólo si x, = 27. En cambio, para 1, > 2, se tiene 
21 + 22 > 2. 


Basándonos en el método de inducción matemática, 
supondremos ahora que el teorema es válido para n = k, 
es decir, supondremos que la desigualdad 


li EFta+2l%a3+...+Ti6q-k 


tiene lugar si 2,223. . . 24 = 1, y demostraremos el teo- 
rema para n = k + 1, o sea, demostraremos que 


ly Ta a FL FA E lr k+1 
Si 2,X¿Tg . -. Tray = 1, donde 2, >0, 2 >0, 23 > 0, 


.> £ > 0, Lh+1 > 0 
Notemos ante todo que siendo 


LjLglg ... Zplpyy = 1, 
se pueden presentar dos casos: 
1) todos los factores 2,, La, Lg, »- ., Cp, Zpy, SON igua- 
les, o sea, 
Ly — Lg — lg — . «.. 5 0UR == Lr41> 


2) no todos los factores son iguales. 
En el primer caso todos los factores son iguales a la 
unidad y la suma de los mismos es igual ak + 1, o sea, 


la Tio Tag ho. E 2H Za =k +1. 
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En el segundo caso, entre los factores del producto 
X¿Zg . - - jXp4+1 habrán números mayores y menores que 
uno (si todos los factores fuesen menores que uno, el pro- 
ducto sería también menor que uno). 

Sea, por ejemplo, 1, < 1 y 241 > l. Tenemos 

(LL p+1) Calz... Lp = 1. 
Poniendo y, = 2,%,+1,, Obtenemos 
Y Tota . ... Th = 4. 


Puesto que aquí el producto de k números positivos es igual 
a la unidad, resulta (por hipótesis) que la suma de los mis- 
mos no es menor que k, o sea, 


Yi —+- Lo =p Lg | . . 1 -/- Lh == ke. 
Pero 
Xy |] gor lago... e lp E Lp 
= (Yy E Za bad... a) E aga — Ys E 
> Hr — Ya E 2% = le 1) rs — Y %1 — 1. 
Recordando que y, = 2,%4+1, Obtenemos 
Ty Tag Tag... to E q a 
> (HA) Ca A 1 
= (+4) + (221 — 1) U — a). 


Puesto que x, < 41 y La41 > 1, tenemos (2r+1 — 11 —x)> 
> 0, y, por consiguiente, 


Xy Tia Hg th... Ep to Lp 
> Uk +41) + (tra — 1) (1 — 21) > +1. 


Con esto queda demostrado el teorema l. 


Problema 1. Demostrar que Si 2,, La, Lg, ». - -, Ty SON 
números positivos, se tiene 
24 Lo, Tn-1 Tn > 
e A 
da EE 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si | 
Lg — Lo —= La TZ... = Lp. 
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Solución. Puesto que 


ty Y Tn-1 Un —4 
—  —— HTA AR ls 


ta Tg NN Tn L4 


la desigualdad se deduce del teorema 1. El signo de igualdad 
tiene lugar sólo si 


+41 — +2 = — m1. *n Tn == =1, 
Lo L3 cs Tn, L4 
o sea, Sólo Si 1, =X%9 ==... =p 
Problema 2. Demostrar la desigualdad 
2 
x ad >2. 
VET 22-1-4 
Solución. Tenemos 


x2 +2 x2+ 4 1 ZA 
_OAAE OXX- A AAA —= Xx 
Va2+1 V 12+1 VET =V vit 7: 
Puesto que el producto de los sumandos del último miembro 
es igual a la unidad, la suma de los mismos no es menor que 


dos. El signo de igualdad tiene lugar sólo para x = O. 
Problema 3. Demostrar que para a >> 1 se tiene 


lg a + log, 10 > 2 


Solución. Puesto que log, 10 -lge a = 1, tenemos 


le a+ log, 10= lg a + > 2. 








lg a 
Problema 4. Demostrar la desigualdad 
x2 1 
TASz3: 
Solución. Dividamos entre x? el numerador y el denomi- 
nador del primer miembro de la desigualdad: 
q? 1 
ri 
1 | T + y? 
2 


Puesto que = “X 


z = 1, tenemos + 1* >2, y, por con- 


siguiente, 
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Pasemos ahora a demostrar la afirmación enunciada al 
principio del parágrafo. 

Teorema 2. La media geométrica de números positivos 
no pasa de la media aritmética de estos mismos números. 

Si los NÚMETos Li, La, .. ., E, ho Son todos iguales, la 
media geométrica de estos números es menor que su media arit- 
mética. | 

Demostración. De la igualdad g = Y Lig. . » Lp Se 
deduce que | 


I=|/ 122. o 500 2, 
g 8 5 g 8 8 


Debido a que el producto de n números positivos es 
igual a 1, resulta (por el teorema 1) que la suma de los mis- 
mos no es menor que n, es decir, 


1412 tn. 
A 
Multiplicando por g y dividiendo entre n ambos miembros 


de la última desigualdad, obtenemos 


q= UR 404% > q, 


Notemos que la igualdad tiene lugar sólo cuando 


Lo TX 


1 n 4 _— — — — 
ed — .. ne — — 0 sea XL = Y ——— .. oo = XI — . 
g g g > , 1 2 n g 
Por el contrario, si los números 2,, La, . - ., E, no Son todos 


iguales, se tiene 
a> g. 


Problema 5. Entre todos los paralelepípedos con la 
suma fija de sus tres aristas recíprocamente perpendicula- 
res, hallar el paralelepípedo de volumen máximo. 

Solución. Sea m=a+b+ce la suma de las aristas 
y sea V = abc el volumen del paralelepípedo. Puesto que 


IT SA 
tenemos V < . El signo de igualdad tiene lugar sólo si 


=b=c(=-= 


co| 3 S|5, 


, 0. sea, si el paralelepípedo es un cubo. 
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Problema 6. Demostrar la desigualdad 


<< (EY, n=. (9) 





Solución. Empleando el teorema 2, tenemos 
RT MA ISR TT 14234. nm (m1) n +44 
Y n= y 1-2-3.. <A NKÉÁ 


2n 





2 


Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la última 
desigualdad, obtendremos la desigualdad (5). 
Definición. El número 
1 
a 
Ca — 


(2 04m) 


se denomina media potencial de grado a de los números as, 
da, » - ., An. En particular, el número 


c =%At0T---+Om 
n 


es la media aritmética de los números 4;, %a, » . ., An; el 
número 


1 
(Etedthóhy 7 
(9 = | —————_—_—_—— 
n 
se denomina media cuadrática, y el número 
(ata... apyt n 
Ca = n A 
a1 do 0. . An 


se denomina media armónica de los números a;, da, . . ., An. 


Problema Y. Demostrar que Si 4,, 4», . . ., Q, SON NÚme- 
ros positivos y si a < O < f, se tiene 
Ca <= 8 < Cp, (6) 


o sea, que la media potencial de grado negativo no pasa de 
la media geométrica y que la media potencial de grado posi- 
tivo no es menor que la media geométrica. 

Solución. Debido a que la media geométrica de núme- 
ros positivos no pasa de la media aritmética, tenemos 


rn . o d% ] a 
n Os 0 Oo 041 la To... Un ' 
Y/ aras CASA TAE > Em. 
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Elevando ambos miembros de la última desigualdad a la 
. 1 . 0, 4 
potencia — y tomando en consideración que q< 0, obte- 


nemos 
1 


a O: OL 
Ai da +... +a a 
e ay (E 


rn 


Con esto queda demostrada la primera de las desigualda- 
des (6); la segunda se demuestra análogamente. 
De la desigualdad (6) se deduce, en particular, que la 
media armónica c._, no pasa de la media aritmética c,. 
Problema 8. Demostrar que Si 4,, 4a, . . ., 4, SON NÚme- 
ros positivos, se tiene 


1,4 1 o 

(21 409400) (32 + +77) >0%» 
Solución. Puesto que c_, < g < C,, tenemos 
n Stan 


= Cy» 


De esta desigualdad se deduce que 
| 1,4 1 
n< (0 + 494... + Up) (++ ... +3) . 
Problema 9. Demostrar la desigualdad 
NAjdg...- lp SA FA. a, (7) 
donde a, >0, az >0, ..., a, >0. 


Solución. Puesto que la media geométrica no pasa de la 
media aritmética, tenemos 


¡la ... an =W arar... ar ES 


Multiplicando por rn ambos miembros de esta desigualdad, 
obtenemos la desigualdad (7). 
De la desigualdad (7) se deduce que 


20109 < a? + az,  3ajayaz < aj + az + 43, 
441090304 < 44 + as + as + aj, 


o sea, el producto duplicado de dos números positivos no pasa 
de la suma de sus cuadrados, el producto triplicado de tres 
números no pasa de la suma de sus cubos, etc. 


ea. ba 
n o 
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$ 3. El número e 


El número e desempeña un papel importante en las Mate- 
máticas. Daremos su definición después de resolver una 
serie de problemas en Jos que se aplica solamente el teo- 
rema 2. 

Problema 4. Demostrar que cualesquiera que sean los 
números positivos a y b (a + b) es válida la desigualdad 


nr _ aj4nb 


1 
Y o nt 


Solución. Tenemos 





E 


ena 0 EI PO 





a a-+b bhb+ | b a+ nb 
ab” - / abb ... e 1 


n 


que es lo que se quería demostrar. 
Problema 2. Demostrar que a medida que aumenta n 
también aumentan las magnitudes 


(E) (14 


o sea, que 








n+1 4 +1 

2. < tna = (1457) y A 

Solución. Tomando a =1 y b = 1+- en la desigual- 
dad del problema anterior, encontramos 

1 
n+1 Tu tn (147) n-| 2 1 

Va <a 
Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia 
(n + 1) tendremos 


(14%)"< < (+), O SCA, ln < Ena+1- 


La segunda desigualdad se demuestra análogamente. 
Problema 3. Demostrar que 


=(14 7)" 








ide 
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decrece a medida que aumenta n, o sea, 


Yn > Yn+1 = (1 + cn po. 


Solución. Tenemos 











4 1Nn+1 n—4yn+1 
Un =(1+->) =( n ) A a 
n+1 
1 1 
MA 
n 


(véanse las designaciones del problema 2). Gomo 2, aumenta 
a medida que aumenta n, resulta que y, decrece. 
En los problemas 2 y 3 hemos demostrado que 
q y! 4 12 
x= (1+3) =2< 13 = (143) = 
= 2,29 < X3 ... Zn < e... .9 
132 113 
Yi = (1 ++) =4> Ya = (1+3) = 
=3,3190 >Ys> ...>Un> ... . 
Por otra parte, 
4 yn 4 in+1 
2=0 <a =(1+2) <(1+>3) = Yn < Yi =4. 


Luego, la variable x, satisface dos condiciones: 

1) x, crece monótonamente a medida que aumenta n; 

2) x, es una variable acotada (2 < 2, < 4). 

Es conocido que toda variable acotada y monótona cre- 
ciente tiene límite. Por lo tanto, existe el límite de la varia- 
ble x,. Este límite se designa por la letra e, o sea, 

e =lím zx, = lím (1+2)". 
n >00 n—>00 
Como quiera que la variable x, tiende a su límite aumentan- 
do, resulta que x, es menor que su límite, o sea, 


4 yn 
ap =(145) XZ €. (8) 
Es fácil ver que e < 3. En efecto, si n es grande, tenemos 


tn <Yn <ys=(1 +5) =2,985984. 
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Por lo tanto, también 
e =lím 1, < 2,985984 < 3. 


n—>00 

El número e, al igual que el número x, desempeña un 
papel importante en las Matemáticas. Se emplea, por ejem- 
plo, como base de logaritmos denominados logaritmos natu- 
rales. El logaritmo del número NV respecto a la base e se 
representa simbólicamente por ln N (y se lee así: logaritmo 
natural de N). 

Se sabe que los números e y zi son irracionales. Cada uno 
ha sido ya calculado con 808 signos decimales; se tiene 


e = 2,1182818285490 ... 


Demostremos ahora que el límite de la variable y, es 
también igual a e. En efecto, 


lím y» =lím (1 +5) =lím (1 +4) (14) =e.l =e. 


Puesto que y, decrece a medida que se aproxima a e (véase 
el problema 2), resulta que 


4 yn+1 
l+ 7) > €. (9) 
Problema 4. Demostrar la desigualdad 
n> (2). (10) 


Solución. Demostraremos la desigualdad (10) aplicando 
el método de inducción matemática. Es fácil comprobarla 
para n = 1. En efecto, 


1 
11=1>(3). 
Supongamos que la desigualdad (10) se cumple para n = k, 
oO sea, 
R 
.1> ( >) | 


Multiplicando por k + 4 ambos miembros de esta última 
desigualdad, obtenemos 


oa (ro (52) 





e 
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Pero, según la desigualdad (8), tenemos (14) <e y, 
por eso, 





e 


(+ 11> (EL k+1 y L= mE ya 


es decir, hemos demostrado la desigualdad (9) para n = 
= k + 1. Con esto, la desigualdad (9) queda demostrada 
para cualesquiera valores de n. 

Puesto que e < 3, de la desigualdad (9) se deduce que 


> (3). 
Empleando la última desigualdad es fácil demostrar que 


3001 > 100%00. 


En efecto, tomando n = 300, obtenemos 
3001>()%"=1009%0, 


De la misma forma que ha sido demostrada la desigualdad 
del problema 4, se puede demostrar esta otra 


e 


S 4. Desigualdad de Bernoulli 


En este parágrafo demostraremos, apoyándonos en el 
teorema 2, la desigualdad de Bernoulli que tiene interés por 
sí sola y se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 

Teorema 3. Six >-—1 y 0<oa=< 1, entonces 


A+ D0"*<1>+az. (11) 
En cambio, sia <0ó6 a > l, se tiene 
1d +0 >1+02. (12) 


El signo de igualdad en (11) y (12) se cumple sólo para x = Ú. 
Demostración. Supongamos que a es un número racional 


con la particularidad de que 0 < a < 1. Sea a = —. donde 
m y n son números enteros positivos y 1 X< mm <n. Debido 
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a que 4 + x > 0 por hipótesis, tenemos 


d+ (14097 == (ED 17 
=V (fHd(l+0).. (+0 tt... .1< 


n-—m 


MA Aa) a q tc q 
== n 

_ m(l+x)+n—m njmx o 

= ———áÁ =— =1 += —=1+0%x. 
El signo de igualdad tiene lugar sólo si todos los factores 
que figuran debajo del radical son iguales, o sea, si l + x = 
= 41, x =0. En cambio, si x +0, tenemos 


1+0<1+azx. 


Es decir, hemos demostrado la primera parte del teorema 
para el caso en el que a es un número racional. 

Supongamos ahora que a, 0 <a < 1, es un número irra- 
cional. Sea Tr,, Fa, . + ., Tn, - . - Una Sucesión de números 
racionales que tiene a como límite con la particularidad de 
que 0 < r, < 1. De las desigualdades 


UE DA <1A SH 5%, 2>-—At, n=14,23... 


demostradas ya para el caso en el que el exponente es un 
número racional, se deduce que 


1+0= lím (14 07< lím 1 +r,0)=1+0x. 
r,>Q r,>9 


Con esto la desigualdad (11) queda demostrada también 
para los valores irracionales de a. Resta demostrar que para 
valores irracionales de a, siendo 0 <a <dt, y 7 +0, se 
tiene 


1+ 0D <1 + uz, 


o sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (11) si 
x + 0. Con este fin tomemos un número racional r tal que 
a <r<Xá. Es evidente que 


+0 = La Hay 
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Puesto que 0 < = < 1, resulta, según hemos demostrado, 
que 


(+2) <t+ ha, 
Por consiguiente, 
. Q a yr 
(1U+2x) <(14+2 2) 
Si 140, tenemos (1442) < 4 + re =4A +ax, o Sea, 
A+ <i1+auz. 


Con esto queda demostrada por completo la primera parte 
del teorema. 

Pasamos a la demostración de la segunda parte del teo- 
rema. 

Si 1 + ax <O0, la desigualdad (12) es evidente, pues 
su primer miembro no es negativo mientras que el segundo 
es negativo. 

Sil +ax=>0, o sea, ax => —1, consideraremos por 
separado cada uno de los casos. 

Sea a > 1; entonces, según la primera parte del teore- 
ma, ya demostrada, tenemos 


1 
(1 +02) <1 4h ar=1 +2 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si  = 0. Elevando a la potencia a ambos miembros 
de la última desigualdad, obtenemos 


l+ar< (1+0". 


Sea ahora a <0. Si 1 + ax <O0, la desigualdad (12) 
se hace evidente. Si 1 4- ax > 0, tomemos un número en- 
tero positivo n de modo que se cumpla la desigualdad — = < 


< 1. En virtud de la primera parte del teorema, tenemos 
Q 


4 ol 


(14107 > 
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2 
(1a última desigualdad es válida porque 1 —> l—-= a) 
Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la 
última desigualdad, obtenemos 


A 2) >1+n 21 +02, 


Notemos que la igualdad puede darse sólo en el caso x = 0, 
Con esto queda demostrado completamente el teorema. 
Problema 1. Demostrar que para 0 > a > —1 se tiene 


(n+ 1)2+1 —p0+1 a 1)2+1 


n 
A És 
Solución. Puesto que 0 <a+41< dt, tenemos en vir- 
tud de la desigualdad (11) 
q y0u+1 a+ 4 
(4) <A, 
4 10+1 a+ 1 
(15) <=. 


n 
Multiplicando estas desigualdades por n*%+1, obtenemos 
(a+ 49 < not+t +4 (+41) n2, 
(mn — 0% < net — (0 +1) m0, 
de donde es fácil deducir las desigualdades (13). 
Problema 2. Demostrar que para 0 >> a > —1, se tiene 


a+t1i___ a+! 
LAA Sm (mo 1)" + coo Pn< 





net1(m—a1ya+1 

A (14) 

Solución. Tomando en las desigualdades (13) n=m, 
m-+4, ..., n, obtenemos 


(m+1)+1 pat! meti (m— 


0 1)9+1 
X Mm ST 


a +4 
(m+2)2%+1 (mo 199+1 <(m+n*< (m+1)9+1 ett 
a+ 1 a+ 4 
(m+3)2+1—(m+2)9+1 a (m+2)2+% —(m+1)3%+1 
AA OR LATA 


(n+14J9 +1 pat 1 ari (n—1ye + 


n 
a+ 1 <nt< a+ 1 
Sumando estas desigualdades, obtenemos (14). 
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Problema 3. Hallar la parte entera del número 

1 1 1 1 
EZ 5/6 Po 371000 000 * 
Solución. Tomando en (14) m =4, n =1000 000 y 


TL 


0 =>, obtenemos 
2 2 2 2 
1000001448 1 000 0003 — 33 
E 
3 3 
O Sea, 
3 2 3 2 3 2 3 Z 
y "1000001 3 —=3:4? < x < y 1000 000 * —7:32. 


Puesto que 


2 
3 


2 
510000017 >--1 000000 ==> -10000=15000, 


3 3/75 EY 38 3/4 3 3/7 
3 Y 16=y/ 54<4, 31 9>>3y 8=3, 
tenemos 
15 000 — 4 <x <15000 — 3, o sea, 14 996 <x< 14 997. 
De estas desigualdades resulta que [x] = 14 996. 


$ 5. Medias potenciales 


Ya en el $ 2 antes de ver el problema 7 hemos señalado 
que el número 


0. — aj a+... +aj y 


n 
se denomina media potencial de grado a de los números 
positivos 4;, Ag, . - ., An. Al mismo tiempo hemos demos- 


trado (problema 7) que Cc, < cg, sia <0< Po. 
Ahora demostraremos que la desigualdad 
Ca < Cp 


es válida siempre que a < f. En otras palabras, la media 
potencial de grado a crece monótonamente a medida que 
aumenta a. 
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Teorema 4. Si 4;,, As, . . ., 4, son números positivos 
y a < f, se tiene Cc, < cg con la particularidad de que C. = 
= Cg Sólo si 
dy =ld9 ==... = Qp» 
Demostración. El teorema 4 ha sido ya demostrado 
para el caso en el que los números a y f tienen signos opues- 
tos (véase el problema 7 del $ 2 y la definición que le pre- 


cede). Resta demostrar el teorema para a y P del mismo 
signo. 
Supongamos que 0 <a < f y pongamos 
1 
ATFO3 c.Fany a. 
n ] . 


k=0,=( 


Dividiendo cg entre k, encontramos 


4 

2 (Y 
n 

Tomando ahora 


=(U1" =(2) (2 y 
d=(%) , de= (E) 0... dn=(3) 
obtenemos 
LP Bn t 
cg ae yas bo td] 
et 
Puesto que 


di da)... dy y 


n 


L 
(EA +19. 
- 
2 
LAA . == ca=1, 


resulta 


AS O sea, dl +da+... +dp=n. 
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Pongamos 
di =1d+%, da=1+%a..., dn =1+212,. 
De la igualdad d, + da+...+d, =n se deduce que 
ly +) Ta+... + 2%, =0. 


En virtud del teorema 3 (notemos que Ls 1) , tenemos 
de =(1 +21) >1 To Ys 
LB LP B 
do =(1 +2) % > 1472 | (+) 
PL 
Ear olas. | 


Sumando estas desigualdades, obtenemos 


e 8 e 
desd. de >La 429 + >>> +2) =2. (16) 


e (15) y (16) se deduce que 
1 


=> (+) =4, 0 sea, cag>k=CJ. 


n 


Notemos que cg = k = c¿ Sólo si en todas las desigual- 
dades (*) tiene lugar el signo de igualdad, es decir, si 1, = 
= la ==... =£n =0 (teorema 3). En este caso, se tiene 
d, = da = d,h =4A y, por consiguiente, a; = da = 
== ...= a = - ho. En cambio, si los números Q;,, da, . . ., An 
no son iguales, se tiene 

Cp > Ca: 
Con esto el teorema 4 queda demostrado para el caso en el 
que O<a <P. 

Si a <p <O0, tenemos 0<É 


razonamientos anteriores, obtendremos en (*) y (16) signos 
de desigualdad opuestos. Pero como $ < 0, de la desigual- 
dad 


< 1. Repitiendo los 


pooR B 
dd +00 


n 


<1 
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se deduce que 


Bb BL 
de yde +... ao | PB 2 
es decir, 
ca =k=Cu. 


Con esto el teorema 4 queda demostrado completamente. 
En lo que sigue la media geométrica será denominada 
media potencial de grado cero, o Sea, se tomará g = Cp. 
Notemos que el teorema 4 subsiste también en este caso 
ya que (problema 1 del $ 2 Cc <g=CpgsSia <O0 y cg > 
=> g =<C(pysi Pp >0. 
Del teorema demostrado se deduce, en particular, que 
1 LC << Ca, 
es decir, la media armónica no pasa de la media geométrica, 
la media geométrica no sobrepasa la media aritmética, y la 


media aritmética no supera la media cuadrática de números 
positivos. Por ejemplo, si a, = 1, a, = 2 y az = 4, se tiene 


“lll 1-14 
cy (AER) == =XÉ-47... 
| 3 AGA 
1124 











z 
cy (AEREA) =y/ HE =V7=2,6. 


y, por consiguiente, 
4 =1,7...<2=(<23...=C<2,b... = Ca. 
Problema 1. Demostrar que x* + y? + 2? >12 si x + 
+ y +2 =6. 
Solución. Puesto que la media aritmética no pasa de la 
media cuadrática, tenemos 
1 
py4z_ (Aaa y 
ss ca 
es decir, 


24 > CEE 
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2 
En nuestro caso 21% y? + 2? >+ =412. El signo de 
igualdad tiene lugar sólo si x = y = 2 =2. 
Problema 2. Demostrar que siendo x, y y z números 
positivos y x* + y? + z* = 8, se tiene 


d+ y+2>16 Y 2. 
Solución. Debido a que c, < Cy, tenemos 
1 1 


E” 


En nuestro caso resulta 
1 


e 


PAE A Y>y ZÉ 


8 8 2 
549473. / 216 y 2. 


Problema 3. Demostrar que para los números positivos 
di, Ag, - --) Ap, Se cumplen las desigualdades 


(4 +04... Han) < 


es decir, 


<net(a+a2 +... +4n), 1, (17) 
(+0 +... +4) > 
>n1(a+a7+...+an), 0<a<l. (18) 


Solución. Si a > 1, tenemos 


A 
(£ dead +07 2) - S MT ++: 
> n 


Cq = = (1. 


Es fácil deducir de aquí la desigualdad (17). De la misma 
forma se demuestra la desigualdad (18). En particular, de 
las desigualdades (17) y (18) resulta que 


(+ yo <2* (22 + y), a>t, >0  y>0, 
(+ y > 2 (22 4 ya), 0O<a<t, z>0, y>0. 
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Problema 4. Demostrar que si ¿143 + y + 23 =81, 
x>0,y>>0 yz > 0, se tiene 


r+y+2<09. 
Solución. Puesto que 
(2 + y + 23 < 3? (1% + y? + 2?) =9.81 = 729 
(según la desigualdad (17)), resulta 
c+y+zS< Y/ 729 = 9. 


CAPÍTULO II. 


APLICACIÓN DE DESIGUALDADES 


En este capítulo explicaremos cómo se aplican las desi- 
gualdades a la determinación de los valores máximos y míni- 
mos de funciones y al cálculo de los límites de algunas 
sucesiones. Además, deduciremos aquí algunas desigualda- 
des importantes. 


S 1. Valores máximo y mínimo de una función 


Numerosos problemas prácticos se reducen al estudio 
de una u otra función. Por ejemplo, sean x, y y z las dimen- 
siones de caja con tapa (de un paralelepípedo); entonces, el 
área de su superficie es 


S =2xy + 2yz + 22x 


y su volumen es 
V = xyz. 


Si para la fabricación de una caja de volumen determinado 
se emplea un material costoso, es deseable, claro está, que 
la cantidad de material sea mínima, es decir, que el área 
de la superficie de la caja sea la menor posible. Este es un 
ejemplo sencillo en el que se trata de hallar el mínimo de 
una función de varias variables. Problemas semejantes se 
plantean muy a menudo y los matemáticos más destacados 
siempre prestan la debida atención al desarrollo de los 
métodos de solución de los mismos. 

Aquí resolveremos varios problemas de este tipo basán- 
donos en las desigualdades estudiadas en el primer capí- 
tulo *). Previamente demostraremos un teorema. 

Teorema 5. Sia >0,a>d1 y z=0, la función 


xe — ax 


1) Acerca de la aplicación de desigualdades de se- 
gundo grado a la determinación de los valores máximo y mínimo, 
puede verse el libro de 7. P. Natansón «Problemas elementales sobre 
máximos y mínimos» (Editorial MIR, 1976). 
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Q 


o. , a 06 — 1 
alcanza su valor mínimo, igual a: (1 — a) (E) , en el 
Í_ 
a 0-1 
punto x= (E 
Demostración. La demostración es muy sencilla si a = 2. 
En efecto, puesto que 


ax? ax= (1 7) a 
o 2 4? 
. y 4 . . a? 
la función toma su valor mínimo, igual a: ———, en el 


4 9 
punto x= + > 0. 

Si a > 1 es arbitrario, para demostrar el teorema hay 
que recurrir a la desigualdad (12) del teorema 3. Puesto que 
a > 41, tenemos 

AU+ 2 > las 2>-1, 
teniendo lugar la igualdad sólo para z = 0. Tomando aquí 
1 + z = y, encontramos 
y>1+0a(y—1), y —ay>1l—0u, y>0; 


el signo de igualdad tiene lugar sólo para y = 1. Multipli- 
cando por c% ambos miembros de la última desigualdad, 
obtenemos 
(cy)? — acrt (cy) > (1 —ajer, y>0. 
Poniendo 
1 





%—i 
— a-1 a 
T= CY y OLC =0, c= (5) , 


tendremos 


0% 


A 


oa—1 


) 


2 —axr>(1 —a) ce = 1-0 (E 
donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para x =c = 
1 
a yNa—-1 
a 
Es decir, la función 


2% —ax, a>1t, a>0 z>0, 
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Problema 3. Hallar el valor máximo de la función 


Y = Cos zx cos 2x. 


Solución. La función y = cos x cos 2x no es mayor que 
1 porque los factores cos x y cos 2x no son mayores que 4. 





FIG. 3 


Pero en los puntos x = 0, +21, +41, ..., tenemos 
cos z cos 2x = l. 


Es decir, la función y = cos x cos 2x alcanza su valor máxi- 
mo, igual a 1, en los puntos z =0, +21, +41, ... En 
la fig. 3 hemos representado la gráfica de la función y = 
= COS 1. COS 22. 

Problema 4. Hallar el valor mínimo de la función 


e + ax, 


donde a>>0,a<0yx=0. 
Solución. Puesto que a < 0, tenemos, según la desi- 
gualdad (12), 


1+23>1+uz, 
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donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para z = 0. To- 
mando 4 + z = y, z = y — 1, obtenemos 


2>1+a(y—1), y>0, 


donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para y = 1. 
De la última desigualdad se deduce que 


y—ay>1i—a, (ey)” — acer-1 (ey) > (1 — a) ct, 


Poniendo a = —ac*-1 y x = cy, encontramos 
02 





2% + ax= (1 — 0) ce = (4 — a) [— == 7, donde el sig- 


1 
. . , a ya-1 
no de igualdad tiene lugar sólo para r =c= =) , 
Es decir, la función x% + ax alcanza su valor mínimo, 
igual a 





1 
a 
1-0 (7) > 
A 
a a—1 
en el punto x= (7) , 
Por ejemplo, la función 








7 20, 


alcanza su valor mínimo. en el punto 
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Problema 5. Hallar las dimensiones óptimas *) de un 
recipiente de forma cilíndrica con fondo y tapa (de una lata 
de conserva). 

Solución. Sea V = gir?h el volumen del recipiente, donde 
r es el radio y h es la altura del cilindro. El área total de la 
superficie del recipiente es 


S = 2nr? -- 2xnrh. 


y 
Puesto que h = 7 tenemos 


ya? 
Vv 2V 
_ 2 LOL 
S = 2nr?7- 21tr rd ¿nr? - +. 
Tomando x = -, encontramos 
S=2 742/02 (aa). 


” . . y V 
Según el problema anterior, la función et x alcanza 
y 


su valor mínimo para 
1 


Vyq=2-1  ¿/2 
lar) =V FT 
Volviendo a los símbolos iniciales, encontramos 


Ly s  V nrh hh or 
TV > "> To» boér=d 


Es decir, el recipiente tendrá dimensiones óptimas si su 
altura y diámetro son iguales. 


Ejercicios 


6. Hallar el valor máximo de la función x (6—x)% si 0<xr<6, 


Sugerencia. Poner y=6—x. 

7. De una lámina cuadrada de dimensión 2a, se corta de cada 
esquina un cuadrado para que se pueda fabricar, doblando los salien- 
tes obtenidos, una caja sin tapa de capacidad máxima (fig. 4). ¿Cuál 
será la dimensión de los cuadrados recortados? 

8. Hallar el valor mínimo de la función 


x6-/- 87245. 


1) Las dimensiones de un recipiente de un volumen 
dado se consideran óptimas si su fabricación requiere la cantidad 
mínima de material, o sea, si es mínima el área de la superficie del 
recipiente. 
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9. Hallar el valor mínimo de la función 
—8x2-+) 5. 
10. Hallar el valor máximo de la función 


a -—az 


si0<a<!1, a>0, y 2>0. 





11. Demostrar que para <> e es válida la desigualdad 
VIE + 2x. 

12. Demostrar que para n > . es válida la disigualdad 

Vin > Mn +1 n+1. 


Sugerencia. Empléese la desigualdad (8). 
13. Hallar el mayor de los números 


V2 yY3 Va Y5,..., Vn.... 


14. Demostrar la desigualdad 
Yn< 14 
rn 
15. Demostrar la desigualdad 
(1 —a1) (14-42) ... (14an) > 140444434... 4n, 


donde los números a; no son menores que —1 y tienen todos el 
mismo signo. 
16. Demostrar la desigualdad 


(aby + agb94+ ... + 4pbp)? < 
<(a+a3+... +45) (034034 ...+0%). (19) 
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Sugerencia. Demuéstrese primero que el polinomio 
(ay2—b12 + (090 bold... + (ana —bp)2= 
=x2 (a+ a34 ...+añ)— 
—2a (aby +Hagba+ Handy) + (024-034... 4d) 


no puede tener dos raíces reales distintas. 

17. Empleando la desigualdad (19), demostrar que la media arit- 
mética no supera la media cuadrática. 

18. Demostrar la desigualdad 


E <VAFI-Vn=1 


19. Empleando la desigualdad del ejercicio 18, demostrar la 
desigualdad 


Va+1+YVn—-Y2>1+ ++ cobos 
v2 ys 


20. Hallar los valores mbimos de las funciones 


7 


6 10. 
> y x1B—0,6x 


3 
Respuesta. —= y 0,4. 
4y 15 
21. ¿Para qué valor de a el valor mínimo de la función 
— a , 
V z TZ es igual a 2,0? 


Respuesta. a=8. 


S 2. Desigualdad de Holder 


Empleando los teoremas 5 y 6, en el teorema 7 se demuestra 
la desigualdad de Hólder que posteriormente se aplica a la 
solución de algunos problemas. 


Teorema 6. Si p>15+7=1 z>0e y>0, 
se tiene 


ys +. (20) 


Demostración. En virtud del teorema 5, sia >1,a>0 
y x= 0, tenemos 


LL 
-1 


zx —arz>(1—a) (5) 
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Tomando en esta desigualdad a = p y a = py, encontramos 
— p 
P—(py)2>(1—p) (2) =(1—p)yri. (21) 


Puesto que ++ =4, resulta 


4 p—1 Pp P 
== l == =i=£, 
q Pp p 1 pi?” p q 





Introduciendo estos valores en la desigualdad (21), obtene- 
mos 


a? — pyx> Y. 


Dividiendo entre p todos los términos de la última desigual- 
dad y pasando los términos negativos de un miembro al 
otro, obtendremos la desigualdad (20). 

Teorema 7. Si 4,, Ga, » . .) Any Di, ba, .. ., Dn son 
números positivos y los números p y q cumplen las condiciones 
del teorema 6, se tiene 


440, +aba+ ... + Anda < 
1 1 
ni 


<(4 +4a3+... +4n)" (04 +b3+... +bn)*. (22) 


Demostración. Pongamos 
at+ar+...+ta,=4P y b4bi+...+b1=B%!, 


El segundo miembro de la desigualdad (22) será igual enton- 
ces a 


1 1 
(49)? (B9) 2 AB. 
Pongamos ahora 
dy = ÁCi, 093 =ÁCoa, ..., An = ÁC», 
b, = Bd, ba = Bda, ..., b, = Bd,,. 


Puesto que 
AP=4 +07)... Ha=A?P0 + AP... + 4A?ct= 
=AP? (cl + ch + ch), 
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resulta 
a+ Cp=1 
De la misma forma se comprueba que 
di +d3 + + dh - 
Aplicando ahora la desigualdad (20), obtenemos 


p q 
ab, =AB (c¡d,) <AB (4,2) , | 


da 


ch 
dab, < aB(= +). 


o, <AB (Ey 4 | 
4nUn = (+=) ] 
De estas desigualdades se deduce que 


(4161 + 49b3 + + 4pdn < 


d+rdbdr +e. di+d+ de 
SAB (224 52) = 
1 1 
an (h+2) — AB 
(recordemos que + 7=1, ch+ ch + +eab=4 y 


dd + do, + di = 

Es decir, hemos demostrado que el primer miembro de 
la desigualdad (22) no pasa de AB, o sea, no sobrepasa el 
segundo miembro 

Es fácil encontrar el caso en el que tiene lugar el signo 
de igualdad en (22) Efectivamente, el signo de igualdad 
en (21) tiene lugar sólo si 


1 


»-=1 mA 2 
r= (Ey =yP-1=y? 


P__¿1 
q — 
p y 


2 

(véase el teorema 6) De la misma forma, el signo de igual 

dad en cada una de las expresiones (*) tendrá lugar sólo si 
L L Y 

Pp Pp _—_ nn? 

cy =0j , Cy = da , Cn =Un » 


es decir, si 


A Pp_ 22 P_ 
ci=d1, Ca=d3, ..., Cp=d0h. 


Finalmente, multiplicando por A*B* estas igualdades, 
obtenemos 
B1 (Ac,)P” = A? (Bd,)?, es decir, Bla = 470). 
al o AP ab AD ar AP 


Sa Pq? Ta "Ba" .. ..3 a "Ba" 
pg B pg  B pa B 


Por consiguiente, el signo de igualdad en (22) tiene lugar 
sólo si 


P Pp Pp 
q ld _ A 
q pa q” 
bi be On 


Observación. Poniendo en (22) p =2 y q = 2, obtene- 
mos la desigualdad (19) (véase el ejercicio 16): 


0401 + 0ab3H ... + Apba < 


<V (++...) pre... + ba). 
S 3. Aplicación de desigualdades al cálculo 
de límites 


Empleando las desigualdades demostradas, calculare- 
mos en los problemas que siguen los límites de sucesiones 
bastante complejas. 

Problema 4. Demostrar la desigualdad 


1 1 1 1) 
+1 <in (14) <= . (23) 


Solución. Uniendo las desigualdades (8) y (9), obtene- 
mos 


se (ut) 


1) In E + 2) representa el logaritmo de base e 


(Véase las págs. 20—21) del número (1 + >). 
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Pasando en estas desigualdades a los logaritmos de hase e, 
encontramos definitivamente 


nta (1 ++) < 1n e=1<(n41) In (1+ 5) , 
(me 


Problema 2. Hallar lím z, si 





Nh= 00 
1 1 4 1 
asls, 2m=>3 CLAS, 
244,404 244,4, 4,4 
E == AA ETA 
1 1 4 1 
a E bl. 
¿20 OR 7 n+4 ' AT E 


Solución. Tomando en la primera de las desigualdades 
(23) n — 1 en lugar de n, obtenemos 


1 1 n 
- < ln (1+= = 11 TH: 
De esta desigualdad y de la segunda de las desigualdades 
(23) se deduce que 
In ———- <2 << ln -—>7 == (24) 


Empleando las desigualdades (2%), podemos escribir las 
desigualdades 


E 














n+ 4. _ 1 , n 
In n < 7 <lin AA? 
n+2 1 o n—+1 
m n +1 <= nt < In oa? 
n—-9 1 n+2 
Mm <a aaa <a AT? 
2n+1 1 Zn 
a SM: 


Sumándolas y teniendo en cuenta que la suma de logarit- 
mos es igual al logaritmo del producto, encontramos 





ln EDO OE On 
n(n- s (n+2) . " 
1 nin +14 (+2)... 2n 


<q + a E + Li M—Dam+D...On—” 
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O sea, 
21. _1 1 1 2n 
Puesto que a = 2 ql, resulta 





lím ln es = lím In (24 ) =1n 2. 











mn 00 Nn->00 
De la misma forma, de = 2 + o se deduce que 
lím n= = 1n 2. 
N->00 


Es decir, son iguales los limites de los miembros extremos 
de las desigualdades (25). Por consiguiente, el miembro 
intermedio tiene también ese mismo límite, o sea, 


, 1 1 1 , 
lím (++ o. +37) = lím 2, = ln 2. 


Nn-> 00 
Problema 3. Hallar lím x, si 
N-—> 00 
1 1 1 
z=1, t2=1—>3, A o. 


A EN 


Solución. Tenemos 


1 1 1 1 1 
n= 1H + o... 2 TRI Tan 


(rte tre) 
ae e 
pt cr) 
(+ sto += teta 
En el problema anterior hemos tomado 


a =42 +... + 2: 


n n-+1 
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. . 1 r r 
Por consiguiente, lan =2. ——+. Pero lím z, = ln 2 (véase 
n n-— 00 


el problema anterior); luego, 


lím xa, = lím (===) = = 1n 2. 


N—>00 Nn-> 00 


1 . 
Observemos ahora que Cana = Lan Y Y, por consi- 
guiente, 


lim Lon. = Lím 0 (an +1) = In 2. 


N => 00 
Es decir, 
lím x, =i1n2. 


N—> 00 


Observación. Los números 2, = 4,, la = 41 + Uy, Lg = 
= 41 +02 HF Az, ..., Tp =0+0+... +4, se de- 
nominan sumas parciales de la serie 


li Fla + 03+... Fat... 


Una serie se llama convergente si la sucesión de sus sumas 
parciales tiene límite finito. En esto caso, el número Y = 
= lím zx, se denomina suma de la serie. 


N-—> 00 


Del problema 3 se deduce que la serie 


1 1 
dt tt 


converge y que su suma es igual a In 2. 
Problema 4. La serie 


A 


se denomina serie armónica. Demostrar que la serie armónica 
diverge. 
Solución. Según la POD (23) 


> In pz 


47 


Poniendo n =41, 2,3, ..., n, podemos escribir n desi- 
gualdades 


Sumándolas, obtenemos 
_ 1 Ao, 1. 
AAA > 


2-3-4-...-(n +4) 
> mA Mm + 


De esta desigualdad se deduce que 


lím x, =>lím In (n+1)= 00 


N-> 00 N-=> 00 


por consiguiente, la serie armónica diverge. 
Problema 5. Demostrar que la serie 


1 1 1 
ER (26) 
converge para cualquier qa > 1. 


Solución. La sucesión de las sumas parciales de esta 
serie 


x=, 
1 
Cu 
2 =1 43 2 z 
mt LL 


id a 
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es monótona creciente, o sea, 
ly Á]lLy9 LIlgG Il lr . IAAÁÚ 


Por otra parte, sabemos que toda sucesión de números 
monótona creciente y acotada tiene un límite finito. Por 
consiguiente, para demostrar la convergencia de la serie (26) 
basta demostrar que la sucesión de los números x, es aco- 
tada. Pongamos 


1 1 
== ++ 


ga. 4 


1 4 1 1 
paga 2n—1% (Qe 


Puesto que 
=A— 4 1 1 1 
IAEA 


— == ai AA 
(2n—2%  (2n—1)% (22m ” 
resulta que 


Van <A. 
(pues en todos los paréntesis figuran números positivos). 
Por otra parte 


4 4 1 
A ta 


1 
a E 
Altres ap 


y 


=(+atotatrt+ 
1 1 2 1 
cr 
Puesto que zx, = dt to ko... + = , tenemos 
n 











Yan = Lan — ya En: 


Ahora bien, como Zan > Ln € Yan < 1, resulta 


_ 2%_9 


2 
l > Yan > Un — og Un = 90 Lp: 
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De aquí se deduce que 
90 
2% —2 
o sea, los números x, están acotados si a > 1. Con esto que- 


da demostrado que la serie (26) converge y que su suma no 
A 


Ln < 





pasa de 2 
242" 
Por ejemplo, para a = 2, se tiene 


14 + AR bh <a> =2, 


S=lím .=1+ +3 +. + +... .<2. 


N-> 00 


En el curso de Matemáticas eres se demuestra que 
2 


S=l+3 tb +. + q. + (27) 


Ejercicios 
22. Hallar la suma de la serie 


1.4 4 a A 
$133 HA. 


Sugerencia. Empléese la igualdad (27). 
gra 
Respuesta. S =-—_— 


23. Demostrar las desigualdados 


na 2, 90 (m4 1y9+ 
api=i+2 +3 RE... Ln? START? a > 0, 
24. Siendo 
y =11 2434... n2, 
demostrar que 
, gn 4 
pe A IO 
25. Demostrar la desigualdad 
(21b1c1 + azbaca+ .. + Apdycn) < 
<(a+a34... +05) (0 + b3+ 
DP (Hot. + ef), 


donde az, bz y cp son números positivos. 


JO 


Sugerencia. Aplíquese la desigualdad (7) y el método empleado 
para demostrar (22). 


1 1 1 
26. Para a PRI Fra 
mero entero positivo, demostrar que 


hot donde k es un nú- 


lím x, =1n k. 
Nn—> 00 


Sugerencia. Aplíquese el método de solución empleado en el 
problema 2 de este parágrafo. 


S 4. Aplicación de desigualdades al cálculo 
aproximado 


Al iniciar nuestra exposición hemos señalado que los 
problemas prácticos requieren, como regla, el cálculo apro- 
ximado de ciertas magnitudes y también el saber operar 
con estas magnitudes calculadas aproximadamente. Cuanto 
mayor sea la exactitud en el cálculo de estas magnitudes, 
menor será, lógicamente, el error en la solución del pro- 
blema. 

Ahora queremos volver al cálculo aproximado de los 
números de tipo 
24 pL O<a<4A, k<n 
pt A : O 


En el $ 1 del capítulo 1 hemos calculado el número S,, » 


Sar — 


para k =1,n =141 000 000 y a = > con un error menor que 
0,4 (problema 2). Allí mismo (ejercicios 2 y 3) hemos cal.- 


culado S,, y para k = 10 000, n = 10% y qu =-y Con un error 


menor que 0,01. La comparación de estos dos ejemplos 
pone de manifiesto que el método empleado da mejores 
resultados para valores mayores de k. En el $ 4 del capí- 
tulo 1 (problema 3) hemos encontrado la parte entera del 
número S,,, para k =4, n =10% y a=>, o sea, hemos 
calculado este número con un error menor que 0,5. No hemos 


. y 1 
determinado la parte entera del número S,,, para Q =-3 


y n= 410% por cuanto el método empleado en el primer 
capítulo no es aplicable a este caso. En el parágrafo pre- 
sente perfeccionaremos el método de cálculo de la magni- 


01 


tud S,., lo que permitirá hallar magnitudes semejantes 
con relativa facilidad y alta precisión. 
Lema 1. Si 1, >3¿>%3 >... >> tp, se tiene 


OA =%i —ta 43% HF... + (10 *x,<z; 


Demostración. En esta suma algebraica, el número de 
sumandos positivos no es menor que el número de sumandos 
negativos. Además, cualquier sumando positivo es mayor 
que el sumando negativo que le sigue. Por consiguiente, 
es positiva la suma algebraica de estos términos: A > 0. 
Por otra parte, 


A =2%, — [la —t3 +ta—+... + (—1)"*z,) 


y, puesto que el número que figura entre los paréntesis es 
positivo, resulta A < x ,. Hemos demostrado el lema. 
Lema 2. Para 0 <a < 1, son válidas las desigualdades 








(2n+ 117% (ny 20 1 1 
l—a <= IN 
4 (2n) 7% p1 — 
+ HA 8) 


Demostración. La desigualdad (28) resulta de la desi- 
gualdad (14) (problema 2 del $ 4 del capítulo I) si en esta 
última tomamos n +4 en lugar de m, 2n en lugar de n 
y —a en lugar de «a. 

Teorema 8. Es válida la ¡gualdad 


1 1 1 
Sa 14 














_Jp_1 te 4 9 
= alar? bp] 
2 pt. Lt: 
2-90 2 + 3% (2n) ] (29) 
Demostración. Tenemos 
Sn. 1=1 o. 
114 ba E —+ a+ 
1 1 
| kay mao Papa an 


J 
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Agregando y resultando en el segundo miembro el número 


1 4 1 1 
[Lt +]. 








(2n)" 
obtenemos 
1 1 1 1 
A A 
mi 21 og Fra a? anat 
1 1 1 1 
2|—+— Ebo... — 
+2 otit+or+ oa 








1 4 1 ] 
o 
Los números que aparecen dentro del primer corchete tienen 
ze como factor común; sacándolo fuera encontramos 


1 1 1 1 


Sa 1 =4A —— + — —= —— 0... ——- 
ma? qa Toga ya (2 r 


Helio + > 
Lo 4 1 
Llataaatotaal: 


Pero como entre los paréntesis aparece el número £S,, y, 
resulta 


1 4 4 
aaa 














SN 
4 1 
a la 
=(--1) Sn ==> Sn, 1: 


De aquí, multiplicando por 2% y dividiendo entre 2 — 2%, 
se obtiene la igualdad (29). 

La igualdad (29) tiene interés por cuanto reduce el cál- 
culo de S,,, al cálculo de la magnitud Son, n+1 y de la mag- 
nitud q 42 ot, 

ge 3 (2n)* 
cula con elevada exactitud, para valores grandes de », 
aplicando las desigualdades (28). En cuanto a la segunda, 
sabemos del lema 1 que es menor que cero y mayor que 


La primera se cal- 
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Os 
> - za Además, si hallamos la suma de los cuatro térmi- 


nos iniciales de esta última magnitud, el resto (o sea, el 
1 22 
error) será menor que cero y mayor que — aa" 
En los problemas que siguen, esta última magnitud tam- 
bién será calculada con mayor exactitud. 
Problema 1. Hallar la suma 





1 1 1 
A —= 4 —= AA ... KK —<— 
+y y 3 + + V 106 
con un error menor que 0,002. 
Solución. En virtud del teorema 9, memos 





























_ v2 1 _ 
Atalanta t YE ==) 
V2 (4 11_ __1 y1_ 
9 y 2 (1 Vi+V3 NN 71) > 
1 
=(Y2+4 ant +7) 
1 1 
AVID (MG mm) = 
donde 
= Ay Ly 4 t_ 
VIA y 10622" 1/2-106” 
C=tot4yL o L 
y +7 Y 2-106 


Según el lema 2, el número B satisface las desigualdades 


2 (Y 2-10 1—Y 10841) <B<2(Y 2.108 — y 108). 
Los miembros extremos de estas desigualdades difieren en 
3-107* todo lo más. En efecto, 


AY TI V 10) 2 (V 2101 Y 2-10) — 








2 
OVA 101 Y 20108 y 108 
A Y 211 < 3-107*, 





Y 2.108 V ?2 1000 
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Por consiguiente, la media de estos números difiere del 
número B en 2-107* todo lo más. Calculando el primer 
número y restando de él 2-10—*, obtenemos 
B = 828,4269 + AÁ,, 
Aj |< 2-107*4. 
Pasemos a calcular el número C. Sea m un número impar. 
Estimemos la magnitud 


A A 
Vm Ym+1 Ym+2 "' Y2n 
Con este fin observemos que 
A WT 2 
Vk+ v Vi+14+Yx-1 
y que 
ES — A y 
Vmtt+yYm=1 YVmti+Vm Y m+3+ Y m-+1 
2 2 
— —————= be — y ÁÑ— 5 = 
Vm+4+ Y m>+2 V 2n+1—|/ 2n—1 


=Y m+1—Ym-1—Y m424 Y m+V m+-3— 
—Vm+1—Vm+4+Vm+2+...—V2n+1+ 
+V2n—1=Vm-Vm—1>+V2n—V 2n-+1. 


Como vemos, es relativamente fácil calcular el número £. 
Restando de la magnitud E la magnitud D, obtenemos 


2 
E-D= (== =-07)- 
(y m-+1—Y m_—1 V m 
2 1 
V m +2+ Y m V m-—1 
_ (5 AL 

V2n+1-Y2n—1 Y 2n! 
Demostremos que los números que aparecen entre los parén - 
tesis son positivos y decrecen monótonamente. En efecto, 


== AAA 
Vnti+Vm=1 ym  Vm(Vm+1+Vm-1) 
2m—2 YY m2—4 
VA VDE VA VD 


A 


JO 


De aquí puede verse que dichos números son positivos y 
decrecen monótonamente a medida que aumenta m. En 
virtud del lema 1 
0O<E—-D< 
E A KA 

VmyYm+1+V m—D(2/ m+ Y m+1+Y m—D(m+ Y m2—1) 
No cometeremos un error muy grande si en el denominador 
sustituimos m + 1 y m — 41 por m. Tendremos entonces 
AO A 
V m2 Y m.4Yy m-2m 

8 


:M 


OSEÉE-=D< 


Si tomamos m = 9, tendremos 
0<E—D=< 53 <0,0006. 
Es decir, para m = 9 y n = 10% resulta 
E —D =0,0003 + Az, | As | < 0,0003, 
D=E —0,0003 + Ay =V9-—V8 + Y 2.108 — 
— Y 2-10 + 1 — 0,0003 + A, =0,1710 + Aj. 
Volviendo a la magnitud C, encontramos 


1 4 1 1 lo, 4 1 
izar vit vit vs? 
1 1 1 1 1 
Ata At tr v+ 


CA + 


1 1 
—+=A= -+ 0,1710 + A,= 
atra : 
2 218 18474 0,1740 +A), 


SD TA .. 


O sea, para calcular el número C con un error menor que 
3 -107* necesitaremos extraer solamente cinco raíces y rea: 
lizar unas cuantas operaciones aritméticas. Recurriendo a las 
tablas y realizando los cálculos correspondientes, encontra- 
mos 


C =0,6035 + A,. 
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Tomando en cuenta los valores obtenidos para B y C 
y retornando a la magnitud A encontramos 


=(Y2 +1) (B—C) =(/2 + 1) (827,8226 + As) = 
=(Y2 + 1)-827,8226 + 2,543, 


donde 
12,543 |< 2,5 (141 1 + 1Az ) < 2,5:5-107* < 2 -1073. 


Por consiguiente, con un error menor que 2-107% tenemos 
A =(y2 + 1) 827,8226 = 1998,539. 
Problema 2. Calcular el número 


A=143 hot +7 


con un error menor que la unidad. 
Solución. En virtud del teorema 8, tenemos 








4 
2y2 1y1024+41 y 101242 
y2 | 1 
+7 02) 2 7 Ya 
4 
71) 


Aplicando las desigualdades (28), podemos calcular fácil- 
mente y con gran exactitud el primer sumando que, según 
estas desigualdades, puede ser sustituido por el número 


3 3 


3/3 (2.102)4 —(£0t2) 4 


2-Y 2 1 





_ —2.109 
109 (/8 1) L 7 109, 


En virtud del lema 1, la suma 


y 2 4 4 4 
Uta vam) 
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es positiva y no supera el primer sumando. Puesto que este 
último es menor que dos, tenemos 


4 4 
3 10"—2<A< 3:10". 


Los números extremos difieren uno del otro en 2 y en menos 
de 2 del número 4. La media aritmética de estos números, 


O Sea, 109 — 1, difiere de A en menos de 1. Tomando este 


último número, obtenemos 
A = 1333333332,3+ A, JAlI|<Í. 


Notemos que el número A (que comprende un billón de 
sumandos) ha sido calculado con gran exactitud. El error 
relativo es menor que 


100 : 1333333332,3 < 0,0000001 %. 


Ejercicios 
27. Calcular con un error menor que la unidad el número 
1 1 1 
4 a SS 7— | ... ad 
taryst + y 108 
Respuesta. 14 999 
28. Demostrar que es válida la igualdad 
i-a 
n 


1 1 1 
4 PA mk .. . —— =— —( n> 
ha tato +8 


i—o 





donde PB, es un infinitésimo (o sea, lím f, = 0) y 
N-=> 00 
2 1 1 1 1 pyn-1 1 

| ya Praga do» | 


2-20 


C— 





SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


1. Poniendo en las desigualdades (1) (pág. 9) n=m, m+41,...nl, 
tendremos 


2Y m+1-—2Y/m <= <2Y m—2Y m-—1, 
m 





MS <2Y m+1-2V m, 





2 Y m+3-2Ym+2< 2-2 mF32/ m1, 
Vm-+2 
2 Y n+-1—2 Vis 2102 V 51, 


Sumando estas desigualdades, encontramos 
1 


_— — 4 1 
VA VA VAR 
2 2/2/71. 
+7 


2. Tomando m=10000 y n=1000000 en las desigualdades del 
ejercicio 1, obtenemos 


+... 


_ _——— 1 1 
2 4 000 001 —2 10 000 al == TU co. 
v v V 10000 100 


1 —__— _—— 
de === < 2 Y/ 1000000 —2 ]/ 9999. 
| Y 1.000 000 v v 
Puesto que 
2 Y 1000 001 > 2 / 1 000 000 = 2000, 


2 Y 10000=200 y  21/9999=/ 39 996 > 199,98 


(la última desigualdad se comprueba fácilmente si se calcula la raíz 
cuadrada en menos de 0,01), resulta 


1 1 


V 10001 


1 
+7 000 000 


3. Multiplicando por 50 las desigualdades del ejercicio 2, obte- 
nemos 


2000 — 200 = 1800 < 


< 2000 — 199,98 = 1800,02 


90 000 < 50z < 90 001, 


de donde 
[50] = 90 000. 
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4. Es obvio que la desigualdad se cumple para n= 1; 
4 4 1 
E A 
2 513141 2 


Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para n= k: 





2.4 6" 2“ V 3k+1 
y demostremos que también se cumple para n=*k->+1, o sea, que 
1.3 5 2k—1 2k-+4 1 
A LLL A y 
2 CEA BA (b) 
qe 2k+ 1 
Multiplicando por la desigualdad (a), obtenemos 
2k +2, 
A 3 > 2k—1 2k+1 1 241 
2.4 6 "0 2k  2k4-2 1/31 2k42* 
Resta demostrar la desigualdad 
1 2k 4-1 4 


zz RANA AAA 
V3k+1 242" 71/3+4 


Multiplicándola por (2k-+- 2) V 3k+1 Y 3k+4 y elevando al cuadra- 
do ambos miembros de la desigualdad obtenida, encontramos 


(2% + 1)2 (3: +4) < (2 +2)? (2% +1) 


O 


123 + 2812 4- 19% 4 < 1231 28424 20k +4. 


Es evidente que esta última desigualdad se cumple pues k> 41. 
Con esto queda demostrado que la desigualdad 
1 3 2n — A 1 


DECO TAS AO 
es válida para todo n. 
5. Poniendo n=50 en la desigualdad del ejercicio 4, obtenemos 


1 3 99 1 1 1 


4 
20 a Y ya 12" 


6. Si tomamos y=6—x, =6—y, el problema quedará reducido 
a la determinación del máximo de la función 


(6—y) y2=6y2—y3 


para 0O< y <6. Poniendo ahora y2=z, obtendremos la función 
3 


2 





6z—z 


tte 


60 


o 


cuyo valor máximo (véase la observación de la pág. (34) es igual a 


3 
3 6 2 
— — A «43 — 
E ME) 0,5-43= 32 
2) 2 
y se alcanza en el punto 
1 
6x4 
7)" =de 
2. 


La función 6y2—y3 toma su valor máximo, igual a 32, en el 
punto y =V 2=4. 

La función zx (6—x)? alcanza su valor máximo, igual a 32, en el 
punto -=6—y=6—4=2. 

7. El volumen de la caja (véase la fig. 4 de la pág. 39) es 
igual a 

V=zx (20—21)2= 4x (a—ay?, 0<r<a. 

Poniendo y=a—x e y2=z, tendremos 
3 
V=4 (az —2* 
3 


). 


La función az—2% alcanza su valor máximo en el punto 





Por consiguiente, 


y=V z ==, e=ay=a E=L, 

Es decir, para que el volumen de la caja sea máximo, la dimensión 
del cuadrado recortado debe ser seis veces menor que la dimensión 
del cuadrado inicial. 

8. El valor minimo de la función 16481245 es igual a 5 y se 
alcanza para x=0. 

9. Tomando y=x?2, reducimos el problema a la determinación 
del valor mínimo de la función 


y2—8y +5 
para valores positivos de y. , 
En el teorema 5 hemos demostrado que el valor mínimo de la 
función y3—8y es igual a 
3 
8 3-1 
aa (3) =-2 


_ 326 
——. 


00 
2 eo w| co 


3 
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El valor mínimo de la función y3—8y--5 es igual a 
-2V8 5 3,6... 


10. Poniendo y=x*“, obtenemos la función 
1 1 


y 4 —G 4 
XA __ An O zz 
y —ay =a (Ey y ), a > 0, Gl 


e 


Según el teorema 5, el valor máximo de la función Z- y—y* es 














igual a 
1 
a 
—-1 
4 a 1 1 
O 1 fpayio% ta yaye! 
(1) Y AA). ==). 
Q% 


Multiplicando por a este último resultado, encontraremos el valor 


Po. y 1 o 
máximo de la función a (-— y—y * ) que, por consiguiente, es 
igual a 
1 
1 1 0% 


(O a (E) az) 








11. La función y I—2x, x 70, a=—-,0=2, tiene el siguiente 
valor máximo: 
1 
A 
1 
——1 1 
(1-4) (2  _3g37_2 
z (7) =q 08 *=g. 
4 


l'or consiguiente, para todo x> 0 se cumple la desigualdad 


Vo—22< 3, O sea, VI<F+2, 


12. Representemos la desigualdad (8) en la forma 


(E << (n +4)? < enn, 
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Si n> 3 >>e, se tiene 
(n +4)? < en? < 3n1 S nn? = pnl, 
Elevando ambos miembros de la última desigualdad a la potencia 


1 
n (n-+ 1) 


, encontramos 


a+ 1í< Y n. 
13. Puesto que 1< y 2= V8<yI=V3, resulta que el mayor 
entre los números 1, Y//2,yY3 es Y 3. Por otra parte, en el pro- 
blema anterior hemos demostrado que la sucesión Y 3, Y 4, . 


oy n, ... es decreciente. Por lo tanto, y 3 3 es el mayor de los 
números 1, /2,/3,...., YM... 


14. Pongamos AN An > 0. Elevando a la potencia n, 
obtenemos 


NR 


= (14 0)" =[(1 42) ? J?. 


+ 
Aceptando que n > 2, 5 > 1, deducimos del teorema 3 que 


n 
n n 2 
(+0) > 14 0p, > (14-35 02) = 
2 
= 44 m0 + as, 
De aquí resulta que 


n2 4 — 
1 >= O da Any < y YA =14 0 < 


2 
y" 
Y 


Observación. Empleando el binomio de Newton, es fácil compro- 
bar que 


<i+ 





n,— a 


En efecto, 


(+ y 2) “nl Ll, E > 


> 14 Wu nm. 


n 


63 


De aquí se deduce que 


15. Si n=1 a¿>—1, la desigualdad es obvia: 
1+a; > 1+45. 
Supongamos que la desigualdad se cumple para n=k, o sea, 
(1 +44) (14-09) ... (Lar) > 14-01 + 427... -4p. 


Multiplicando por A+ ambos miembros de esta desigualdad, 
obtenemos 


(1441) (149) ... (14 4g) (14 Apr1) > 
> (14 044094... 4g) (1 4g,1) = 
=1 4414094 +... Op | Opa + 
+ 01044 4H 090R44 7 ++ «E ARQh4 40 

Puesto que los números ay, 4, ..., 4, az, son del mismo signo, 
tenemos 

1844 020 g 41 0 «ARO 70 
y, por consiguiente, 

(1+ 41) (1 +02) ... (L+ ar) (1+az41) >1+ 0140254... +04 Ops4o 


es decir, hemos demostrado la desigualdad para nk+1. 
Con esto concluye la demostración de que la desigualdad 


(1+a) (1+a9) ... (14-an) > 1+ 0 +a29+... Hp 


se cumple para, todo n. 
16. Si el “polinomio (az —b1)2 4 (agz — ba)? —...+(a,t—b,)? 
tiene una raíz real x=2X1, O Sea, si 


(a414 —b1)24- (9321 — bo)24-... 4 (4924 —bp)2=0, 


entonces cada uno de los números ayy —by, a32¿—bo, ..., an24—dy, 
es igual a cero, es decir 
O= a124 —b, =a91 —ba= ...=4nti—bn y 
4 02 Un 


Con esto queda demostrado que el polinomio 
(ajr — b1)24- (a32—bo)?+ ... + (4nt— bp)? = 
= 02 (af 4-03) ... +aj) —2x (a1b1 + a9b34- ... + andy) + 
P+D... 09) 
no puede tener dos raíces reales distintas y, por consiguiente, 
(a1b, + a2b3+ ... +anby)?— 
(at... +03) (074034 ..+02)<0 
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De aquí resulta la desigualdad (19) 
(a1b1 + baba+ ... + anby)? < 
<(af+aB4... bah) (07+03+...-+-D3). 
Notemos que el signo de igualdad tiene lugar sólo si el polino- 
mio considerado tiene raíz real, o sea sólo si 
am _2 An 
by Td br * 


17. Empleando la desigualdad (19), tenemos 
Sl A e 


n 


HRS 


Ya Vi 





Sy 2) 

STR Xx 

4 1 1y_ ai+ar+... Ha 
o) E 

a mn cc a? 

n 
De aquí resulta que 
C1 < Ca 


(es decir, la media aritmética no pasa de la media cuadrática). 
18. De la desigualdad 


(Va F1+Y A=D2=n+142/2N2=1+n=1= 
=2. +2 Y n2—1 <2n+2 Y n2=4n 
se deduce que 


Va+1i+Vn=1<2V n, 
1 
VAN VA" 


2 VAYA VA 
VAT VD (VR VR=1) 2 


Multiplicando por 2, encontramos 
77 VPF VA. 
rn 
19. Tomamos en la A del ejercicio (18) n=2,3,...,n: 


ve <V 31, 
Y7 —— <V 4-Y 2, 


Sumando estas desigualdades, pta 


1 1 
== korte == <YV n+14 Y n—Y 2-4. 
vaz y3 7% 
Agregando 1 a ambos miembros de la desigualdad, encontramos defini- 
vamente 


4 
LY yt * 7 


vas 
< Y n+Hi+Vn-—V 2. 
Observación. En el $ 1 del capítudo II hemos demostrado que 


+77 +77 VA PA, 


Los números Y n+1+Yn—Y 2 y 2 n+1—2 Y 24 1 difieren uno 
del otro en menos de 0,42. Cada uno de estos números puede ser 
considerado como el valor aproximado de la suma 


1 4 1 
737 73 * E —— =%2n. 
Viva 
Señalemos, sin demostrarlo, que el número /n+1+Yn—V 2 
difiere menos del número z, que el número 2Y n+1-21/2+1. 


20. La función 





z toma valores negativos si z<0 
215 O O gativ . 


Por consiguiente, esta función alcanza su valor máximo para valo- 
res positivos de z. 
Puesto que 


q3 1 


—— E ————» 
9 
la función alcanza su valor máximo en el mismo punto en el que 


la función Zap 03 tiene su valor mínimo. Según el problema 4 
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del $ 4 del capítulo 11, el valor mínimo de esta función es igual a 





-3 
4 —3-1 3 
(143) (5) —4 (5) : 
3 o 15 : 
no. .£ a3 . 
El valor máximo de la función 75 es igual a 
2 
CS 
2015  4py 15 


1 — — 
3 20 


La 
54: (5) 
Para hallar el valor máximo de 'la función x$—0,6x10, tomemos 


y=x8, Está claro que y > 0. La función 
10 10 1 
5 

gr? 


y —0.6y = 0,6 ( 


tiene como valor máximo (véase la observacion de la pág. 34) el 


número 
10 
6 
10 _ 
107 E 
10 6 
0,6 (5-1) 7) =0,4. 
6) 
1 
—— , Obtenemos 


21. Tomando en este ejercicio y= 3 
1 
Vi+=7 y *+ay. 
Del problema 4 del $ 1 del capítulo II se desprende que el valor 


mínimo de la función y * 1 gy es igual a 
4 E 5 + 

_ 52 (4)? 
[1 7 (4a) 7 (4a) ” . 


1 
Poniendo 7 (4a) ? =2,5, obtenemos 


1 
(4a) 9 =2, 4a=32 y a=8. 
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1 1 1 
BA 


1 1 4 4 1 
= (bor+>r+ VRT TS 00.) 


1 0.4.4 
Alatatat)> 


1 1 4 1 1 
= (dotar tato) 


22. S=41 — 


2 14 yo 
a atar to:)> 


1 to, 41 

q (ar tart e. 
(Hemos empleado la igualdad (27)). 
23. Puesto que a47>0, es 4+41>>1 y, por lo tanto, 
1 +0 4 
(Ly tE, 
1 
(1) tE> q +0 . 


rn 


=5 mn q 
2.2.6  412' 








Multiplicando por n*+% estas desigualdades, encontramos 
(CA E a 
(M— 4) +2 > pi+2 (4 a) n*, 


De aquí resulta 


ni (a —4y +0 pe (n-|- q) 1+% pita 
1+0u 1370 
Escribamos estas desigualdades para n=41,2,3,...,n: 
4 9140 __4 
Ta < 41 <—___— ATA 
9140 __ 4 0. g91+%__91+0 
a SSA 


A A — a (m1) +0 > pi+0 
1+0u 140 : 
Sumándolas, obtenemos 
poto CA IA Cl DI 


0% 0 
Ta APRA <A E 
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24. De las desigualdades del ejercicio 23 se deduce que 
ya 





4 
1 rro 
l+au p1+0 1+0u 
El miembro izquierdo de estas desigualdades es un número cons- 


tante 





mientras que el miembro derecho tiende a 





1 L cuan 
+0 +0 
do n tiende a oo. Por consiguiente, el término medio tiende al mismo 
límite, o sea, 


0% % 1. LL 02 
Lim 142 e Fuo.. —N _ 1 
n>-00 n +0 4+0 





25. Pongamos 
AB=ai+a + ...+aj, 
B3=bi+b3+4... + Dí, 
Có=cd 40 h4 «+ Cha 





24 do Un 

Xy = A? 2 TA? , Tn = A 
4 bo Bn 
Yi = B >? Y="gr> > Yn =p > 
C4 Ca Cn 
AMET a 22 = 000 e... tn 


En virtud de las desigualdades (7), tenemos 
3 3 3 
a4D1Cy = ABCuya< ABC AAA . 
3 3 3 
a9boca = ABC 194929 < ABC AA 
3 3 3 
andy Cy = ABC2nYynzn < ABC Za ryat a , 
Sumándolas, encontramos 


3 3 3 


+ YH yt. + y? 3423)... +2 
AH Y ARA). 


+ 3 
Teniendo en Cuenta nuestras designaciones, es fácil calcular que 


3 3 , 3 3 
e a+ 03 ++... +4; A 


A =p 
i+yai+.. by=1, 24d... 2h =1. 
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Por consiguiente, 
4 41 
aybyc¡ + a9boca +... +4apndycn < ABC (++ 3 + y) — ABC. 
Elevando al cubo ambos miembros de esta desigualdad, obtene- 
mos definitivamente 
(ayb1c1 + a9baca +... + andncn)? < ABBICI=Ñ 
(a+ ajH... +45) (034084... + 0%) (c+ cit... + ch). 


26. Consideremos las desigualdades (24) para distintos valores 
de n: 





ln n-+1 <A tip 
rn n n 














Sumando estas desigualdades, encontramos 














a A + A 
<I |: E 7 
O sea, 
ln 1 1 (+) < 
< A < ln 7 =1m (1 7). 


Si n tiende al infinito, entonces ln (+2) tiende a Ink y Inx 
k 
X (1 + —=— 





tiende al mismo límite. Por consiguiente, también 


lím (+ +.. +37) =1m4 


Nn-—>00 n nt 
27. En virtud del teorema 6, 
4 4 
d+ 30 .. + 3 106 


A o 
2-y2 (ras Pt y 2-106 ) 
A 

2-y 2 y2 Y3 —" y2.108 
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y 2 
El segundo sumando es negativo y mayor que 377 
2— y 2 
>—1,9, El primer sumando, de acuerdo con las desigualdades (28), 
satisface las desigualdades 


y 2 
2: 10871 —$ “10634 
(VI v + 5 73 * 


 y2 (+= 1 A 1 
3 2-12 Y 108741  Y/10872 7 108 


< ++ (y 2-106 — Y 10) +=15000. 





E ed < 


Puesto que los miembros extremos de las últimas desigualdades 
difieren poco uno del otro (en menos de 0,1), resulta que 

1 
boob 2—< 15000. 


y 2 y 108 


106 


15000—2<14 4 





El número medio 14999 difiere de a —7 en menos de 4. 


28. En virtud del teorema 6, tenemos 


a A 
arto tbz 





— 2 o tr o» ...o A cr 
29 (n +1) + (n +2)% + aa) 

















2 14 4 
A A 
2-2 qa Fa (2nye pz 
donde 
go 1 1 1 
GO], 
22 aya ar Hana 
ga 14 1 
By = lotto l. 
Ñ al qa Fa (2n)o 


El número B, es la suma parcial de la serie 





ga 
1 
y %— 9 > ga DAA 
h=1 


Esta es una serie alterna y los valores absolutos de sus términos 
decrecen monótonamente. El valor absoluto del resto de esta serie 
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no supera el valor absoluto del primer término del resto, o sea no 
A 1 

a Pero este número tiende a cero sin -—> 00; 

2-2 n 

por eso, la serie Converge y 


pasa de 





00 
1 y 2 p Í _ 
ms TA O 


o sea, yn=b,—C es un infinitésimo. Ahora bien, empleando las 
desigualdades (28), tenemos 











o 
ya ln) (n4 19974] < Ar < 
o , 1 pi 
— 0 —0] — 


Como quiera que la diferencia entre los miembros extremos de esta 
desigualdad tiende hacia cero sin —> oo, resulta que 6, =A,— 


p1-0 


4 — 


1 1 
Msg hd = An — Bn = 





y 98 Un infinitésimo Por consiguiente, 


1-0 


1-0 
=3 Cm — C+ Bn, 








donde f, =6, +Yn es un infinitésimo, 
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